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Program

= zakladni metody analyzy ¢iselnych proménnych
(pramer, kvantily, smérodatna odchylka, intervaly
spolehlivosti, histogram, boxplot)

= porovnani primérud ve skupinach
= korela¢ni analyza

= linearni regrese

Pouzivany software: IBM SPSS Statistics
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Data

» informace z databaze Albertina o firmach v letech
2008 a 2009

— zékladni informace z G¢etnich vykazu firem

+ data z monitorovaciho systému ESF Monit 7+
— informace o tom, zda firma ziskala podporu z grantu

+ dalSi datové soubory pro doplnéni ...
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Zakladni metody analyzy
¢iselnych prom énnych
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Popis souboru

¢iselna prom énna

Descriptive Statistics
N Minimum | Madmum | Wean | Std. Deviation
Vekrespondenta 4011 18 8 45,34 16714
Validl N (listwise) 4011

Vek respondenta

Boxplot

16

Vzdalena pozorovini
14 wkuwait
12

Odlehla pozorovami

CBpoj. Arabsks Emirat

: L
Piilehl pozorovani
z

6

Homi kvartil
4

We.
2

Dolni kvartil r

0 Winimum
N=108

Pomér narozenych a zemrelych

ZonaZ = 1,5 Kvartilové rozpéti




Komparace skupin

Porovnani jedné nebo vice €iselnych prom énnych ve

skupinach
Statistics: Primér
covgie- | gl | moslulp iem

Testy hypotéz
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Interval spolehlivosti

bodovy odhad x intervalovy odhad

interval spolehlivosti

« vyjadfuje oblast, kde by se s danou spolehlivosti (obvykle 95%) méla
nachazet hodnota statistiky pro celou populaci

« predpoklada pravdépodobnostni vybér (obvykle prosty nahodny vybér)

Descriptives
Shlic | S0 Enar
Disc Brake Diameter Wean 322,002003 Y\ 0009566
oy 95% Confidence Intewal  Lower Bound 322000116
e Upper Bound 22,00390 =
5% Trimmed Mean 372007563
Megian 322001811
Variance 000
St Deviation 0108224 |
Minimum 21,9759
Mamum 3220308
Range 0547
Interquariie Range 0133
Skewness 200 kT
Kutosis 1% 425 o 9




Uvod do testovani statistickych hypotéz

Vybérové Set feni
= Lze urcitou vlastnost vybérového souboru zobecnit

s danou spolehlivosti na celou populaci?
(napriklad prdmérny plat zaméstnancd v urcitém oboru)

= Mohou byt zjisténé rozdily na vybérovém souboru
zplsobené nahodou? (napfiklad rozdily mezi regiony)

Popuisce.
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Princip testovani statistickych hypotéz (1)

H,: nulova hypotéza (na zac¢atku predpokladame, Ze platf)
H,: alternativni hypotéza

T ... testova statistika (kritérium pro rozhodovani)

Hladina spolehlivosti (volime predem, obvykle 95%)

Pro testovani pouZijeme testovou statistiku T a nalezneme vhodnou
podmnozinu W, tzv. kriticky obor

Rozhodovani:
Pokud { TOW} = zamitneme H,, v opa¢ném pfipadé H, nezamitneme

rozhodnuti
HO HA
plati H, OK chyba I. druhu
H, chyba Il. druhu OK 11

Princip testovani statistickych hypotéz (2)

Significance (dosazend hladina vyznamnosti)

e pravdépodobnost, Ze zamitneme nulovou hypotézu
ackoliv plati

Rozhodovani na zéklad é significance:

hladina spolehlivosti = 95%

0,05
[l 1
| 1
0[ '\ 1
zamitame H , nezamitame H ,
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Princip testovani statistickych hypotéz (3)

sila testu : pravdépodobnost, Ze statisticky test zamitne
nulovou hypotézu v pfipadé, Ze neplati

silatestu=1- B, kde
B je pravdépodobnost chyby II. druhu

Silu testu ovliv fuje:

= pouzity statisticky test  (nékteré testy jsou siln&jsi nez jiné)

= velikost vyb éru (obecné ¢im vétsi je velikost vybéru, tim vétsi je
sila testu)

= zvolené hladina spolehlivosti

= effect size (zjistény rozdil od nulové hypotézy)

= jednostranna x oboustranna alternativni hypotéza

= chyba m éfeni (jakékoliv chyba, ktera naruSuje pfesnost méfent,
snizuje silu testu) 13

Testovani normality

Tests of Normality

Kaimogaror Srimor Shanro ik
T I T I A
Disc Brake Diameter 051 128 12007 993 128 785
{mm)

rozlozeni

a. Lillifors Significance Correction
= This Is a lower hound of the true significance,

Norml 0.Q Plot o Disc Brake Dismeter (mm)

Expected Nommal

Observed Value

14

T-testy, ANOVA

Testy hypotéz o pr mérech

« Jednovyb érovy t-test — porovnani primeéru s konstantou

* Parovy t-test — porovnani prumeéru dvojice proménnych

» Dvouvyb érovy t-test — porovnani pramérd ve dvou skupinach

» Jednoduchd ANOVA (analyza rozptylu) — porovnani pramért v
nékolika skupinach

Predpoklady:

* nezavislost pozorovani

* nezavislost skute¢nych hodnot a chyb

» normalni rozlozeni (testovand proménné/rozdil proménnych/testovana
proménna ve skupinach)

« dvouvybérovy t-test, ANOVA: skupiny se nep fekryvaji

« dvouvybérovy t-test, ANOVA: shoda rozptyl  ve skupinach
15




Jednovyb érovy t-test

Hy: prameér (stfedni hodnota) prom énné odpovida testované konstant &,
fj. p=322

One-Sample Statistics

St Eror
N Mean | td. Deviation Wean

Dist Brake Diameter 126 | 322002008 108224 0008566
(mm)

One-Sample Test

Testvalue = 322

5% Configence Interval of e
Diflerence

Mean

t o | Sig. (Maileq) | Diflerence Lower Upper
DI Eiaie Bl 2101 127 038) 10020084 000116 1003902
)
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Parovy t-test

Histogram
H,: praméry (st fedni hodnoty) prom é&nnych se
rovnaji, tj. Py = Py

Paired Samples Statistics .
Std. Error H
Mean N | st Deviaton | "iean Zo
Pair1 _ prnimeieni | 17,0119 108 105382 10140 &
druhé méfeni | 17,0982 108 1,06566 10254 ‘
Paired Samples Correlations
[ T N[ Comsiaton | 55
Pair T prvni merent & druhg 08 o7 | 000 | 0
fent " 2 5
ol
Paired Samples Test
Fared Oifrences
5% Confgence el e
Diference
St Error
Mean Std. Deviation Mean Lower Upper t df Sig. (2-tailed)
Pair1  prvni méfeni - druhé -,08624 129259 02815 -14205 -,03043 -3,063 107 003
F <3
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Dvouvyb érovy t-test

Hy: praméry (st fedni hodnoty) ve dvou
skupinach se rovnaji, tj.  p, =,

Group Statistics
St Enor
N Mean | St Deviation Wean
Sitka 37 | 190182 32840 05388
35 | 100411 23192 03820
Frimer vivodu 37| 15055 09345 01536
35 | 14889 1545 01852
Indopendont Samplos Test
Tevenes, T
Varances testor Equaly o Means
5% Confdence e orthe
Diferance.
Hean S0, Eor
F sig t o | s oy Diference | Gisronce Lower Upper
ey Eavaranies 008 087 30 w oaeT [GE = T
Eaualvarances ol a3 | agre 732 -02281 08672 15616 1oz
FrImEod  Equalarances 2677 || ez (@ e o105 2469 366 05583
Eaualarances ol poe | o557 a1 o165 02484 o301 oss1e
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Jednoducha analyza rozptylu (ANOVA)

H,: praméry (st fedni hodnoty) ve dvou
nebo vice skupinach se rovnaji, tj.

W =M= = P
Test of Homogeneity of Variances
T
Staiaic an w | sy
Sitka 152 2 69 859
Pilmér vodu 104 2 o (‘357 .
ANOVA st
So o
Satiares o | weansauare | ¥ si
Sitka Between Groups 709 2 354 4,880 010
Within Groups 5012 69 073
Total 5721 i
Frlmarvivodu  Between Groups (3] 7 [ 50w | o
witin Groups 7o o ot
Total B "
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Typy test U

Parametrické testy

« testy o parametrech zndmych pravdépodobnostnich modeld,
predpokladaji uréity typ rozdéleni, ze kterého vybér pochazi
(obvykle normalni)

« drobné odchylky od pfedpokladt vétSinou nevadi

 pfi vyrazném poruseni predpokladii mtzeme ziskat nekorektni
vysledky

Neparametrické testy

« uréeny pro situaci, kdy nejsou spinény predpoklady
parametrickych testl

nemaji predpoklady o typu rozdéleni dat

« vyvazeno mensi citlivosti (vy$3i pravdépodobnost nezamitnuti
testované hypotézy)

testujf jinou hypotézu o rozdéleni zakladniho souboru nez je
hypotéza o jeho parametru 20

Klasifikace neparametrickych test

* jednovybérové testy
 dvouvybérové testy
— nezavislé vybéry

— zavislé vybéry

e vicevybérové testy
— nezavislé vybéry
— z4vislé vybéry
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Neparametrické testy pro 2 zavislé vyb  éry

Wilcoxon Gv test (Wilcoxon )

« test hypotézy o shodé mediant ve dvou zavislych vybérech

« silnéjSi nez znaménkovy test

« predpoklada stejny tvar rozdéleni

« princip: celkové poradi na zékladé absolutnich hodnot rozdilt
testovanych proménnych, primérné poradi + i - by méla byt podobna

Znaménkovy test ( Sign test )

« test hypotézy o shodé mediant ve dvou zavislych vybérech

« princip: podobny jako u W. testu, ale bere v vahu pouze znaménka
rozdild, aplikuje binomicky test

McNemar Gv test (McNemar)

« pouze pro dichotomické proménné

« ZzjiStuje, zda po urcité udalosti doslo ke zméné vyskytu urcitého jevu

Neparametrické obdoby parového t-testu 2

Neparametrické testy pro dva nezavislé
vyb éry
Mann-Whitney v test ( Mann-Whitney U)
+ testuje hypotézu, Ze obé skupiny pochazeji ze stejného zakladniho souboru
« predpoklada stejny tvar rozloZeni dat ve skupinach
« princip: spole¢né pofadi, primérné poradi v obou skupinach by méla byt
podobna
Dvouvyb érovy Kolmogorov-Smirnov v test ( Kolmogorov-
Smirnov Z)
obecnéjsi a slabsi nez Mann-Whitneyav test
zalozen na porovnani empirickych distribu¢nich funkci
testova statistika vychazi z jejich maximalni absolutni odchylky
citlivy na polohu a $kélu méfeni
Wald-Wolfowitz av test ( Wald-Wolfowitz runs )
* nema zadné dodatecné predpoklady

.

.

« princip: spole¢né pofadi, v setfidéné posloupnosti by se méla nahodné stiidat
pozorovani z obou skupin — Runs test

Neparametrické obdoby dvouvyb  érového t-testu 23

Neparametrické testy pro K nezavislych
vb &ra
Kruskal-Wallis tv test ( Kruskal-Wallis H )
testuje hypotézu, Ze vSechny skupiny pochazeji ze stejného zakladniho
souboru
predpoklada shodu tvaru rozdéleni ve skupinkach
test nefika nic o tom, které skupiny se od sebe odliSuji
princip: spole¢né pofadi viech skupin, primérné poradi ve skupinach
by méla byt podobna

Medianovy test ( Median)
« testuje hypotézu o shodé mediant ve dvou a vice nezavislych vybérech
« vhodny v situacich, kdy pfedpokladame ve vybérech rizna rozdéleni
« princip: spoleény median, kontingencni tabulka kategorii x kategorie
pod/nad medianem, test Chi-kvadrat
Neparametrické obdoby ANOVA

24




Neparametrické testy — ukazka (1)

Mann-Whitney av test

Ranks
wéiiipiisy | N__[WeanRenk [sumofRanks | | H - ob & skupiny pochazeji ze stejného
Fioubka D 37 %73 35600 $ p
N " 3026 1000 | |2@Kladniho souboru
Tl 7
Weka & £ %52 355,00 i
B 36 36,37 1273,00 Jost Statistics
V Primer
_ Totdl 2 Hioubka | Vjska Sika 7
e A 37 438, 1280.00. Mann-Whitey U 639,000 | 643,000 | 567,000 575,000
5 2 3923 132800, Wilcoxon W 1269000 | 1273,000 | 1290,000 1205000
Total 7 z 682 817
Prlmerwvodu A Ed 38,46 142300 Asym. Sig, (-ailech 495 —
2 B 4 120300; a. Grouping Variable: Méfici pfistroj
Tolal 7
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Neparametrické testy — ukazka (2)

Kruskal-Wallis av test

H,: vSechny skupiny pochazeji ze
stejného zakladniho souboru

Test Statistics™®

— Primer

Hioubka | Veka | Siika vivodu
Chi-Square 457 | 29336 | 9498 6,385
dr 2 2 2 2
Asymp. Sig, 780 000 008 041

Ranks
Stol N ] Mean Rank

Hioubka T 7 3458
2 2 3613
3 2% 38,79
Total 2]

Viska 1 2 2542
2 k3 2870
3 2 55,20
Total 72

Sika 7 7 .35
2 2% 4413
3 2 2613
Total 72

Primérwvodu 1 2 25,08
2 u 4433
3 2 36,08
Total 7

3. Kruskal Wallls Test
b_ Grouping Variable: Stroj
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Korela €ni analyza
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Statistika

o statistika zkouma variabilitu dat:
* popisuje ji
e vysvétluje ji
 predikuje ji

» korela éni analyza zkouma spole¢nou
variabilitu (kovariabilitu):
* popisuje ji
e pouziva ji pro vysvétleni
* pouziva ji pro predikci
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Ulohy a otazky:

A) Souvisi spolu vyskyt proménné X a proménné Y tak, ze

B) MdZeme v datech Zjistit soubéznost resp. protibéznost
hodnot dvou ¢iselnych proménnych?

C) Je hodnota Y dusledkem hodnoty X? Reprezentuje
promeénna X pficinu pro dusledek Y?

D) Jsou X a Y nositeli (Castecné) stejné informace?

E) Vyluéuji se (resp. doplriuji se) X a Y nebo naopak jedno
predpoklada druhé?
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Soub éh variabilit

¢im vyssi X
tim vyssi Y

osa j

Schopnosti

26 28 30 32 34 36 38 40

Tvrda prace

30




Protib éh variabilit

3.9
&im vy3si X
tim nizsi Y 38
o
&im nizsi X 3.7 °
tim vyssi Y

3.6

[

osa

3.5

3.4

3.3

Schopnosti

3.2
28 30 32 34 36 38 40 42

Negestnost osa x

31

Korela €ni analyza

« korelace = vztah dvou ¢iselnych prom énnych

e vztah:
— empiricky : korelace je zachyceni vztahu mezi
vzniklymi &isly, statistickymi fadami, bez ohledu
na to, co znamenaji

— kauzalni: korelace je odraz geneze pfi¢inného
procesu
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Popis kovariability

e kovariance : soubéh variabilit dvou
proménnych

(Y)= g 207 (=)

_ 1 R vl
(X’Y)_N*(N—l)/zi;(x‘ x)* (v, -,)

<00O<O0O0O
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Kovariance = sou €et orientovanych ploSek
_— N\

. —

pramér Y

Schopnosti
©
&
Q
o

3.2
26 28 30 32 34 36 38 40

Tvrda prace prumeér X
34
Kovariance = sou €et orientovanych plosek
3.9
3.8 - +
a
3.7
3.6
pramér Y y
35 4 : /
3.4 + Y
3
g 3
Q o
=}
=
& 32
26 2.8 30 32 34 36 3.8 4.0
pramér X
Tvrda prace B o Do o

Kovariance = sou €et orientovanych plosek

39 o

38

3.7

36

35

34

33

Schopnosti

32

26 238 30 32 34 36 38 4.0

Tvrda prace

36




Korelace — kovariance v pom éru k rozptyl m

korelace = vztah dvou proménnych

= kovariance standardizovana
k rozptylim obou proménnych

= méfi vztah dvou variabilit,
nikoliv jejich velikost
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Korela €éni koeficient

_covi,Y) (= cov(X,Y)

- JvarX DvarY SX xSy

* 1 je vypocten jako kovariance v poméru ke
geometrickému prameéru rozptyll

* jmenovatel je také soucin smérodatnych
odchylek s,*s,
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Pearson tv linearni korela éni koeficient

Vlastnosti:

. r definovan, pron > 1

. r definovan pro nenulové variability;
nesmi platits x=0nebosv=0

* r=1, pravé kdyz body jsou sefazeny v néjaké pfimce s
nenulovym kladnym spadem

e r=-1, pravé kdyz body jsou sefazeny v néjaké pifimce s
nenulovym zapornym spadem

+  &im vice se r blizi k +1, tim vice se body shlukuji kolem
stoupajici pFl’mk%/; ¢&im vice se r blizi k —1, tim vice se body
shlukuji kolem klesajici pfimky

« jestlize v mraku bodu nelze vystopovat zadny linearni trend, r = 0

- OF




Pearson Gv linearni korela ¢éni koeficient

DalSi vlastnosti:

¢ rsenezm éni, kdyz se

- posune Skala jedné nebo obou proménnych o
libovolnou konstantu  (zména pocatku)

- zméni Skala jedné nebo obou proménnych
nasobkem libovolnymi ¢initeli (zména méfitka)
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Nulové r:

« mrak bodu tvofi pravidelny kruhovy Gtvar

« pfimka, kolem které se shlukuji body, je vodorovna nebo
svisla

« body lezi symetricky kolem osy prochazejici primérem X a
to i kdyZ odpovidaji Uplné zavislosti Y na X,
napf. Y = (X — 4)?

¢ silné shlukovani kolem rostouci/klesajici pfimky je
zkresleno bodem vzdalenym od mraku

« kiiZi se kladny a zaporny trend — prekryti dvou bodovych
mraku
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Zkresleni koeficientu korelace

« vzdaleny bod - mrak bod( ukazuje na silnou/slabou
korelaci, ale vzdaleny bod ji uméle snizi/zvysi

e dvé skupiny nulové korelace umisténé v roviné
vykazuji vySsi korelaci

« Ciselné proménné maji diskretni povahu (Skala
celych ¢isel od 1 do K) a pfesné seskupeni hodnot
kolem pfimky nenfi pIné mozné

¢ jsou-lirozlozeni X a/nebo Y vyrazné Sikma
s dlouhym koncem

- OF




DalSi miry korelace

* jina data (poradi)

+ Sikmé rozlozeni

» vzdalena pozorovani
 zvyklosti oboru

» komparace s jinymi vystupy
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Poradova korelace

« koeficienty pofadové korelace vychazeji pfi
vypoctu koeficientu z pofadi a vzajemnych pozic
hodnot

* nejsou citlivé na vzdalena pozorovani

* nemeéfi linearitu vztahu, ale shodu poradi obou
statistickych fad

* mohou se pouzit pro Ciselna data a pro data, ktera
vyjadfuji pouze poradi pfipadl z hlediska X a Y
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Pofadova korelace - Spearmanovo p

« Spearmanuv koeficient pofadové korelace p
vznikne tak, Ze se do vzore ¢ku pro Pearson dv
linearni korela €ni koeficient dosadi misto
hodnot X a Y jejich po fadi v fadé

p = 1, pokud jsou fady zcela shodné

p = -1, pokud jsou fady zcela protichadné

p = 0, pokud mezi fadami neni Zadna tendence ke
shodeé ¢i protichidnosti, ale pofadi jsou k sobé zcela
nahodné
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— LOSE 0RO WSiuboucesT 4
2SI = AZAVESTNANOST  whwestrcs




Poradova korelace - Kendallovo T

« vypocte se z poctu souhlasnych a nesouhlasnych
dvojic (shod a neshod v poradi pro dvojice pripadu):

— shoda dvojice: pfipady jsou u obou proménnych orientovany ve
stejném sméru, tj. kdyz prvni je vétSi nez druhy u X je vétSiiu Y (a
naopak)

— neshoda dvojice — pfipady opacné orientovany v poradi, tj. kdyz
prvni je vétSi nez druhy u X je mensi u Y (a naopak)

« shody a neshody jsou znaménka p i vypo €tu
kovariance vychéazejiciho ze vSech dvojic

T-= (pocet shod — pocet neshod) / (pocet shod + pocet neshod) |

« vlastnosti stejné jako u Spearmanova koeficientu

OPERACNIPROGRAM  PODPORUIEME
— LOSE 0RO WSauboucosT 4
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Testy hypotéz

u korelaénich koeficientl je zakladni dvojici hypotéz,
které testujeme:

Ho: korela ¢éni koeficient je nulovy
Ha: korela éni koeficient je nenulovy

* prokazujeme, Ze naSe spoctena mira je signifikantné
nenulova, tedy, Ze v datech se projevuje néjaky
vztah

« plati pro Pearsonlv, Spearmantv i Kendalldv
oeficient

OPERACNIPROGRAM  PODPORUIEME
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Pouziti korelaci — konfirma €ni pFistup

testovani hypotéz a teorii: korelovanost prokazuje
predstavu o kauzalnim procesu

nebezpe ¢i:
korelovanost vznikne jingym procesem, nez je predpokladano

«data jsou nepfesna (nebo je jich malo) a korelovanost je proto
rozSumnéla a nepresvédcive nizka

<kauzalni proces existuje, ale projevuje se jinymi zavislostmi nez
linearnimi

*kauzalni procesy se projevuji jen na ¢asti souboru a korelace je
tak prekryta jinymi vztahy

OPERACNIPROGRAM  PODPORUIEME
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Parciélni korelace - spole €né pfi€ina

capi — déti r=.56
capi +— déti r=.56
Capi + = - = dati r=.56
\ / r(v,6) = .81 rv,d) = .69
velikost sidla
sapi déti r(¢,div) = 0.0
r(v,€) = .81 r(v,d) = .69
velikost sidla Ef

OPERACNIPROGRAM  PODPORUIEME
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Parcialni korelace

* X, Y, Z (tfi zndmé proménné v datech, jejichz vzajemné
korelace jsou znamy):

r(X,Y)-r(X,Z)xr(Y,2)
Ja-r(x.zy)x@-r(v.2)?)
+ je-li parcialni korela¢ni koeficient roven nebo blizko k nule

(nesignifikantni ), znamena to, Ze proménna Z plné vysvétluje
korelaci mezi X a 'Y

r(X,Y/2)=

« pokud se parcialni koeficient jen podstatn & redukuje ,
znamena to, Ze Z ovliviiuje vztah X a Y , ale neni samo

-

AZAMESTNANOST  whwas

OPERACNIPROGRAM  PODPORUIEME
LIDSKEZDROJE.  VASIBUDOVENOST
= doa D0

Parcialni korelace

Model 1: Spole €na pficina X, Y, Z:
X Z = spole¢na pficina
\ r(X,Y) 20, r(X,2) 20, r(Y,Z2) 20,
r(X,Y/Z) =0
> ( )

Model 2: Zprost fedkujici viastnost
r(X,Y) #0, 1(X,2) # 0, r(Y,2) 20,
r(X,Y/z) =0

X = Z—— 28

Modely 1 a 2 se nedaji statisticky odliSit

B —
- oS0 wAe mupoUGST
B ey etz DL
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Parcialni korelace
model 3 — spole €éné pfic¢iny

X, Y, Z,V
X

Z = spole¢na pricina
Vo (..W,T,..)

1(X,Y) £ 0, r(X,2) # 0, r(Y,Z) £ 0, r(X,V) £ 0, r(Y,V) £ 0,
I(X,Y/Z) 0, r(X,YIV) £ 0
r(X,Y/Z.V) = 0

OPERACNIPROGRAM  PODPORUIEME
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Korela éni analyza

* korela €ni analyza je prvni stupe n analyzy
vztah G, po ni nasleduiji:

— regresni analyza,
— faktorova analyza,

— analyza kovarianénich struktur a
kauzalnich siti

— dalSi speciélni analyzy ...

OPERACNIPROGRAM  PODPORUIEME
LOSE 0RO WSuouosT g3
= AZAVESTNANOST  wan

Linearni regrese
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Regresni analyza: jednosm érny vztah

X —— Y

X Y E

v

s nezavisla prom énna —> zavisla prom énna
¢ pfigéina—> nasledek
* prediktor —> predikant

u korelace: jednosm érny nebo symetricky vztah

uregrese: jednosm érny vztah

OPERACNIPROGRAM  PODPORUIEME
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Popis vztahu rovnici

forma chyba

prevodu rovnice
« rovnice %

model | Y =f(X)+¢
vztahu

rovnice rozloZi hodnotu Y na
dvé gasti:
smeér vztahu a) model = p fevod z X
b) residuum/zbytek, které se
neu €astni p fevodu

OPERACNIPROGRAM  PODPORUIEME
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Dva vyznamy rovnic: model
vztahu/procesu a predikce

ocekano neni obsazeno

linearni =
] pro dané X v X
l residuum
‘ Y =Y +¢

rovnice
datového Y & ogekavame, ze chyba je v
priméru nulova

procesu

TP -3 a = konstanta
predik €ni Y(X)=a+bX ;
rovnice posunuti

b = regresni koeficient
ocekavana - e TR
pa— Y = E(Y/X) smérnice primky

pro dané X
Ef @ Hmkm{nwmnm PoDPORUIEME
2Ol = AZAMESTNANOST  whwesarcz 57
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Vyznamy parametr G: rovnom érné posunuti
a individualni zm éna

¢ b = regresni koeficient — koeficient im ~ &ry vlivu X na Y u kazdého
jednoho p Fipadu

- b>0 pfimka ma r astovy/stoupavy trend
kladny trend
s rostoucim X roste Y

- b<0 pFimka ma ztratovy/klesavy trend
zaporny trend
s rostoucim X klesa Y

- b=0 piimka je rovnob &Zna s osou X, absence
trendu

s rostoucim X se Y nem éni: nulovy trend
hodnota Y na X nezavisi
® A = posunuti —hodnota Y pro nulové X nebo koeficient rovno mérné
zmeény pro kazdy p Fipad bez ohledu na jeho X hodnotu 58

Linearni regrese: zachyceni soub  éhu
variabilit p Fimkou

hledame vhodnou p Fimku — metoda nejmensSich  Etverc t

hodnota Y N
E(Y/X) = a + bX \A
N

€
f(X) = a + bX

> & — min

= hodnota X

% pro ODS

59

Pocet soukr. podnikateli na 1000 obyv.

Dekompozice variability zavislé
(vysv étlované, cilové) prom énnéyY

Y=a+bX+¢&
var(Y) = var(E(Y/X)) +var &
TSS = MSS + ESS
celkovy (korigovany k pr  @méru) sou éet étverc & Y =

sou €et ¢tverc u ocekavanych/predikovanych
modelovych hodnot +

sou éet étverc g odchylek (residui, chyb)

TSS = X(Y;— aveY)?
MSS = ¥(a + bX;— aveY)?
ESS = Y(Y;— (a + bX)))?

OPERACNIPROGRAM  PODPORUIEME
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Testovani vyznamnosti modelu: tabulka
ANOVA

F - test — kritérium pro zjiSténi existence vztahu

F(1, n-2) = MSS / (ESS /n-2)
df = (1,n-2)
dosaZena vyznamnost F = alfa

F= R?/(1- R?) * (n-2)

n = po éet pfipad i

&

OPERACNIPROGRAM  PODPORUIEME
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Dekompozice variability Y: koeficient
determinace

variabilita Y je dekomponovana do dvou &asti
korespondujicich rozdéleni hodnoty Y na dvé slozky

modelem:
Y = ocekavani/predikce + chyba/residuum
varY = var(E(Y/X) + varé&

z toho logicky odvodime miru determinace:
koeficient determinace:

R2 = var(E(Y/X))/var(Y)

=1 - (var &l var(Y))
=1-ESS| TSS = MSS/TSS

=0 @ B 28 o,
Koeficient determinace
koeficient determinace — mira explanacni sily rovnice,

intenzita piisobeni X na Y linedrnim vztahem

vyjad feno %: 100*R2%
procento var Y vysv étlené
modelovou rovnici

R2 = ¢tverec korela €éniho koeficientu  r(X,Y)
R2 = r(X,Y)?

F= R2/(1-R)* (n-2)

n = po éet pfipad &

OPERACNIPROGRAM  PODPORUIEME
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Testy vyznamnosti parametr 0

[Hy b=0 vs.H, b#0

t - test — kriterium vyznamnosti 5

t(n-2) = b/ sterr(b)
df = n-2
dosaZena vyznamnost t = alfa*

obdobné pro parametr a

pro rovnici s jednim prediktorem:
2 =F

&
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Konfiden ¢€ni intervaly pro b aa

konfidenéni interval pro parametr — kriterium presnosti
odhadu

interval pro spolehlivost gamma (= 1 — alpha)
b = odhadnuté b + t(n-2;alfa/2)*sterr(b)
gama = 1 —alfa

analogicky pro a

skute ¢na hodnota parametru neni
intervalem zachycena s rizikem
alfa

OPERACNIPROGRAM  PODPORUIEME
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Konfiden €ni pas pro p fimku (o éekdvané
hodnoty k danému  X)

konfidencni pas pro pfimku — kriterium pro presnost
uréeni pfimky

pas spolehlivosti pro E(Y/X):
odhad (a +b*X)= odhad a + odhad b*X
+ t(n-2;alfa/2)*s*v(1/n + (X-
aveX)?/XX2)

gama =1 Zalfa

skute ¢na pfimka vztahu neni
obsazena v pasu spolehlivosti s
rizikem alfa

OPERACNIPROGRAM  PODPORUIEME
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Predik €ni pas pro jednotlivA pozorovani
(odhad Y pro dané znamé X)

predikéni pas — kriterium presnosti predikce
predikéni pas pro jednotlivé pozorovani:
odhad Y = a + bX

+t(n-2;alfa/2)*s*V(1 + 1/n + (X-aveX)2/Ix:2)
gama = 1- alfa

predikovana hodnota je mimo v
hranice pasu s rizikem alfa

OPERACNIPROGRAM  PODPORUIEME
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Regresni pas spolehlivosti

5000 95% konfidencni pas pro pfimku

15004
intervaly spolehlivosti
pro parametry:

a = (45.5; 71.89)
b = (-0.604; -0.193)

4000

3500

% ESSD 2006

3000

\ pés spolehlivosti
2500 \

pro regresni

oo pFimku
000 5500 000 6500 000 7500
Volebni uéast 2006
68
Predik €ni pas pro jednotlivd pozorovani

S000 95% konfidenéni pas pro individualni predikci

500 intervaly
spolehlivosti pro

parametry:

4000

a = (-5.09; 6.31)
b = (0.169; 0.266)

3500

% ESSD 2006

3000
2500

B
RSqLinear- 0,168
20004 T T f pas predikce pro
T T r T T T P
5000 5500 5000 8500 o 7500 jednotliva X

Volebni Ggast 2006

69




Chyba rovnice

¢ nahodné vlivy
— pfi méfeni, zjistovani
¢ nahodné vlivy
— pfi chovani
« tvar funkce
« vlivy chybéjicich proménnych

regresni rovnice vyhlazuje tyto vlivy ao  ¢iStuje
vztah o nepodstatné a nahodilé

OPERACNIPROGRAM  PODPORUIEME
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Rozptyl rezidui - var &

nevychyleny odhad chybové variance — kriterium
predikcni presnosti

s? = ESS/(n-2) = Y(Y;— ocekdvané
Yi)?/(n-2)

smérodatna odchylka s,
dosahuje minimalni mozné hodnoty pro linearni model — je to
kriterium pro vybér pfimky

OPERACNIPROGRAM  PODPORUIEME
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Predpoklady modelu

pro odhad metodou nejmensich  €tverc U:
* predpoklad tvaru — linearita a aditivita chyby
* nezavislost rezidui na prediktorech

pro testovani:
¢ nezavislost rezidui mezi sebou

+ homoscedasticita — rozptyl rezidui je konstantni
vzhledem k X

« normalita reziduf

OPERACNIPROGRAM  PODPORUIEME
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Normalita rezidui

Dependent Variable: % CSSD 2006

Frequency

Vean =6 215
St Dev, =993
N=77

T T T
2 2 4

Regression Standardized Residual

OPERACNIPROGRAM  PODPORUIEME
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Vychylena pozorovani

« box plot standardizovana rezidua
« standardizovana rezidua (pokud jsou norméln & rozloZena) :
hodnoty p fes #3.00 (or #2.00, or #c)

* (seznamy extrémnich p Fiklad &)
« vizudlni analyza — histogram reziduf

« Cookova distance ( prah = 4/(n-p) )

* Leverage (prah = 2p/n; p = po ¢€et odhadovanych parametr @)
» dfbeta

« dfFit

AZAMESTNANOST
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Mnohorozm érna lineérni regresni analyza

schéma linearniho regresniho modelu:

OPERACNIPROGRAM  PODPORUIEME
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Mnohorozm érna lineérni regresni analyza

* je nalezeni predik éni rovnice regresniho modelu:

Y= (X Xy e Xy ) +E|

EY) == (X Xp ew X )|

* hodnoty Y predikujeme pomoci prom énnych
Xy .., Xg @Z na chybu

OPERACNIPROGRAM PODPORUS
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Mnohorozm érna lineérni regresni analyza

* linearni (nej ¢astéjsi tvar) regrese

|Y:a+blx +b,X, +..+b X, +¢

prevodnl koeficient H
X, naY
chyba rovnlce

odhady z
dat

oPERACNIPROGRAM P
— LS00 vaS
2SI = AZAVESTNANOST

Mnohorozm érna linearni regrese:
rovnice s K nezavislymi prom énnymi

Y=@+hbX, +b,X,+..+b XD+
v N

Y=Y+¢ ¥ =a+byX; +b,X, +... b Xi

!

hodnota Y, kterou 7 _
oéekavame pro dané _'Y - E(Y/ Xl’ X2 yous 'XK)

hodnotu X,

Y = predik éni model + residuum

predik €ni model = linearni kombinace prediktor & + konstanta

|68




Vlastnosti rovnice

e Y je éiselnd prom énnd, X jsou Eiselné prom énné
« koeficienty beta jsou modelové hodnoty, koeficienty b
jsou jejich odhady (pozor na dvojzna  €nost zna éeni !!)

* b, je pfevodni koeficient X, na 'Y
nazyva se parcialni regresni koeficient
b, = pFirastek Y pfi jednotkové zm éné X,, jsou-li ostatni
X beze zmény
= ¢isty vliv X, na Y, parciélni, €asteény
(vliv o ¢iStény od korelaci X, s jinymi prediktory)

obvyklé kriterium hledani modelu je  metoda nejmensich

ctverc u: 2 .
> €~ min
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Mnohorozm érna linearni regrese: R 2a R

Koeficient determinace = podiliprocento z var Y, které je
vysv étleno mnozinou prediktor & pomoci linearniho modelu

R2= var( Y )/var( Y)
= MSS /TSS

R?=(var(Y)—var(e)) /var(Y)

Koeficient vicenasobné korelace R = korela éni koeficient
mezi Y a hodnotami predikci/o €ekavani odvozenych z modelové
funkce (tj. z nalezené linearni kombinace nezavislych
prom énnych X).
Linearni kombinace modelu maximalizuje korela €ni koeficient
sY.

R=r(Y,a+bX,+b,X, +..+bg Xy)

80

Testovani vyznamnosti modelu

F - test — kriterium pro zji$téni existence vztahu
kriterium toho, zda v model je vy
informaci mezi Zi avisly y

F(k, n-k-1) = (ESS/k)/(MSS/n-k-1)
dosaZena vyznamnost F = alfa*

n = pocet pripadd

k = pocet regresnich koeficientd

ay

F= R2/(1- R * (n-k-1)/k
n = poéet pfipada

k = pocet regresnich koeficientii

OPERACNIPROGRAM  PODPORUIEME
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Kolinearita
Y=a+bX, +b,X,

¢ kolinearita —vysoka korelace mezi X; a X, (obecné vysoka
korelovanost mezi nezavislymi proménnymi) vede k nestabilit &
odhadu koeficientd

* je obtizné separovat vlivy vysoce korelovanych proménnych

« prelévani dat mezi X, a X, pro nova pozorovani a pro jiné datové
soubory k témuz problému a z toho plynouci zmény v b, av b,

¢ singularita — kompletni korelovanost mezi skupinou prediktor(,
tj. jeden Ize pIné vyjadfit jako linearni kombinaci ostatnich

— krajni pfipad kolinearity — regresi nem gzeme po ¢itat, jednu
prom énnou je nutno vynechat

OPERACNIPROGRAM  PODPORUIEME
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Metody pro automaticky vyb  ér prediktor U

metody vyb éru prediktor G:

*  prediktory jsou ur €eny - ENTER — vSechny vstoupi do rovnice
(rozhodnuti uzivatele)

metoda FORWARD - postupné za fazovani prediktor G
metoda BACKWARD — postupné vy fazovani prediktor G
metoda STEPWISE — kombinace obou

*  postupny vstup ur €enych blok @ prom énnych (prediktor @)

w N e
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Prokladani k Fivky
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Prokladani k Fivky v IBM SPSS Statistics

Obecny model vztahu zavislé proménné y na nezavislé proménné x :
y=f(x;b)+¢

b ... vektor nezndmych parametri
£ ... ndhodna chyba

* modely vychazejici z jednoduché linearni regrese  : funkce jsou
linearni v parametrech nebo je Ize na funkce linearni v parametrech
prevést vhodnou transformaci (napf. logaritmovanim)

« vektor b odhadujeme metodou nejmensich  ¢tverc 4, tj. na zakladé
pozadavku, aby soucet ¢tverct chyb (rezidui) byl co nejmensi

« procedura Curve Estimation v IBM SPSS Statistics Base nabizi
celkem 11 takovych modelt

&
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Model: Linear (p Fimka)

% pro ODS

o oservea
w00 — tnear

rovnice:

y=b,+bx+e

posunuti ve sklon pfimky
sméru osy y
Poget soukr. podnikateld na 1000 obyv.
Model Summary and Parameter Estimates
Dependent Variable: % pro 0DS
Equation | Model Summary. Parameter Estimates. |
| R Square ‘ F aft ‘ ar2 ‘ Sig. Constant ‘ bl
| Linear | 515 ‘ 79,696 [ 1 ‘ 75 000 609 ‘ ‘z1s|
The independent variable is Pocet soukr. podnikateldl na 1000 obyv. 86
Détska umrtnost (na tisic Zivych porodii)
© Observed
200 —lnverse
rovnice:

1500

y:bo+b te

100,

posunuti ve tvar kiivky
sméru osy y

Priméma délka Zivota Zen
Model Summary and Parameter Estimates
Dependent Variable:Détska imrtnost (na tisic Zivjch porodf)
Equation | ‘Model Summary [ Parameter Estimates

| |R5uuavs ‘ F | dt ‘ dr2 ‘ Sig. Constant b
| Inverse | 877 ‘ 762,560 | 1 [ 107 ‘ 000 938 | 12908,

The independentvariable is Primema delka Zwota Zon 87




Model: Logarithmic (logaritmus)

Detrended sales

—
— Logrtmic

rovnice:

posunuti ve tvar kivky
sméru osy y

Advertising spending

Model Summary and Parameter Estimates
Dependent Variable Detrended sales

Equation I Model Summary. Parameter Estimates. I

[Fowae [ 7 [ on [ @ [ 5& o[ b
[Cowmme | w0t [ oot | 1| m [ oo | s | 15'

The independent variable is Adverlising spenaing.

y=b,+b;In(x)+¢

88

Model: Quadratic (parabola)

Detrended sales

o rovnice:
y=b, +bx+b,x*+¢
souradnice vrcholu:
100 200 300 400 500 o0 700 2

DependentVariable:Detrended sales

Equation | Model Summary | Parameter Estimates
| Reouare [ F di [ e ] s

]
T O e I
I I I I I B =

The indenendent variable is Advertising spening.

89

Model: Cubic (kubicka k Fivka)

sales

© observed
— e

rovnice:

200
200

2100

Time

Model Summary and Parameter Estimates.
DependentVariable:sales

Equation | WModel Summary Parameter Estimates. I
IR’SmAave J F | dft \ ar2 ‘ Sig. J Constant | b b2 b3 |
|[cwic | 77 | 227800 | 3] 9 | 000 | 185507 | 2495 56 [ 000 | 920

y=b, +bx +b,x* +bx%+¢




Model: Power (obec

prodeje
s
000 e
° o o
%0
LI s
200 R o0 8
° & oo
So oo
3
000 o & o
o 0P ©
o o
1500 % °
o
6o
/o
10s0
o
i B ) ) E) @
&as

Dependent Variable:pradeje

na mocnina)

© Obsarved
— power

rovnice:
y =bx™ * (€°)
nebo

In(y) = In(b,) + b, In(x) +¢

Model Summary and Parameter Estimates

Equation |

‘Model Summary ‘ Parameter Estimates |
|RSouare [ F ] afi [ 2 [ Sig | Constant bl
| Power | 854 ‘ 340,453 | 1 [ 58 ‘ 000 7.832 298
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Model: Exponential (exponenciéla)
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Model Summary and Parameter Estimates
Dependent Variable:velikost populace

se od sebe nelisi typem
prabéhu kAivky, ale pouze numerickymi
hodnotami a vyznamem odhadovanych
parametr &.
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velikost populace
¢ g
o rovnice:
_ % [t
. y =expp, +b,x) * €°)
0 1
50000 nebO
.
s _
o] S p% In(Y) - bo + le te
o - e
o °D obecna exponenciéla, r dstova k fivka a
auo. 25 S50 se od sebe nelisi typem
10 20 E) a0 50 50 prabéhu k Aivky, ale pouze numerickymi
as hodnotami a vyznamem odhadovanych
parametr .
Equation | Model Summary ‘ Parameter Estimates.
|quuan ‘ F dft ‘ 2 Sig. ‘Owns(in( ‘ [
| Growth 787 [ 714,085 ‘ 1 \ 58 | 000 ‘ 744 ‘ 099,




Model: Compound (obecna exponenciala)
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Dependent Variable velikost populace

Equation | Model Summary ‘ Parameter Estimates. |
|quuara ‘ F ‘ dft ‘ dr2 | Sig. ‘Cwnshn( ‘ [
|Cnmpmmd ] 787 [ 214,005 ‘ 1 ‘ 58 | 000 ‘ 2,105 ‘ um'
e TR 0
Model: S (S-k Fivka)
prodeje v tisicich
ase] © o
rovnice:
el : b\,
y=expb,+—) *€)
X
= nebo
_ b,
o] In(y)=b, +—=*+¢
X

mésic

Model Summary and Parameter Estimates
Dependent Variable-protieje v tisiioh
Equation |

Wodel Surmmary
dft ‘

]

[ Parameter Estimates |
[ Constant Tt
000 ‘ 4018 ‘ —u‘sisl

| R Square F
1998 zwau‘naa‘

oz Sig
£ |

| B

The independent variable is masic
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Model: Logistic (logisticka k  Fivka)

vyuzivani kapacity v %
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Model Summary and Parameter Estimates

Dependent Variable:wuivani kapacity v %
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